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 Аннотация. К настоящему времени накоплен значительный эксперимен-

тальный и теоретический материал по ползучести бетона. Вместе с тем из-

вестные подходы к расчету бетонных и железобетонных конструкций с уче-

том ползучести ориентированы главным образом на решение задач с отно-

сительно простой геометрией изделия. Кроме этого, отсутствуют механико-

математические модели наследственного типа, ориентированные на метод 

конечных элементов. Концепция моделирования длительной деформации 

железобетонных конструкций в трехмерной постановке, базирующаяся на 

использовании интегрального модуля деформации бетона, не позволяет осу-

ществлять проектирование с учетом технологической предыстории. По-

этому актуальной является проблема разработки конечно-элементного алго-

ритма и соответствующего программного обеспечения, позволяющего мо-

делировать объемное напряженно-деформированное состояние большепро-

летных предварительно напряженных железобетонных конструкций в рам-

ках теории наследственного старения. 
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 Abstract. By present time significant experimental and theoretical material on 

concrete creep has been accumulated. At the same time, the known approaches to 

calculation of concrete and reinforced concrete structures with regard to creep are 

oriented mainly to solving problems with relatively simple geometry of the prod-

uct. Moreover, there are no mechanic-mathematical models of hereditary type ori-

ented to the finite-element method.  
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 The concept of modelling of long-term deformation of reinforced concrete struc-

tures in a three-dimensional statement, based on the use of the integral deformation 

modulus of concrete, does not allow one to carry out designing considering the 

technological prehistory. Therefore, the problem of developing a finite-element 

algorithm and corresponding software allowing the modelling of the volumetric 

stress-strain state of large-span prestressed reinforced concrete structures within 

the framework of the theory of hereditary aging is relevant. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Большепролетные предварительно напряженные мостовые балки из железобетона широко 
применяются при строительстве транспортных переходов и развязок [1, 2]. Максимальная 
длина такой конструкции может достигать 45 м. В настоящее время отсутствуют сведения об 
анализе объемного напряженно-деформированного состояния, обусловленного предваритель-
ным натяжением канатной арматуры, с учетом ползучести бетона. Вместе с тем запроектные 
усилия, передаваемые напрягаемой арматурой на бетон, со временем могут привести к локаль-
ному повреждению конструкции. Поэтому нормы проектирования требуют осуществлять мо-
ниторинг геометрических параметров предварительно напряженных железобетонной кон-
струкций на стадии технологического обжатия вплоть до стабилизации технологических 
напряжений [2]. Современный подход к анализу долговременных эксплуатационных характе-
ристик, предварительно напряженных железобетонных балочных конструкций, отражен в ра-
ботах [3-6]. Актуальной проблеме исследования продольно поперечного изгиба железобетон-
ных конструкций с учетом реологических свойств бетона и усиления композитным материа-
лом посвящены публикации [7, 8]. Применение при проектировании несущих железобетонных 
конструкций линейно-упругой модели бетона обосновано только в качестве первого прибли-
жения [9]. Для более точной оценки несущей способности данных изделий необходимо рас-
сматривать бетон, как упруго вязкопластическую среду [10-17]. 

В современных коммерческих программных комплексах, реализующих метод конечных 
элементов (МКЭ), используются технические модели ползучести, не учитывающие такие свой-
ства бетона, как быстро нарастающая ползучесть, зависимость модуля деформации от времен-
ной координаты и частичная необратимость деформации ползучести при разгрузке. Это обу-
славливает целесообразность разработки конечно-элементного алгоритма и соответствующего 
программного обеспечения для анализа объемного напряженно-деформированного состояния 
железобетонных конструкций с учетом предварительного напряжения и ползучести. 

МЕТОД 

В соответствии с наследственной теорией старения бетона связь между напряжениями и 
деформациями представим в матрично-операторной форме [18] 
 

}{)1(])([}{  R−= tE , 
 

где { } , { }  векторы-столбцы напряжений и деформаций; 
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 ( )E t  – матрица упругости материала; 




=

t

jiji dtR )(),(R , ),( tR  – ядро релаксации;  

t – временная координата; 

  – «возраст» материала в момент приложения нагрузки. 

Вид функции ),( tR базируется на феноменологической теории ползучести бетона. Для 

описания ползучести бетона применим модель упруго-ползучего тела [11]. Суть данной теории 

состоит в предположении о частичной обратимости деформаций ползучести при соблюдении 

принципа наложения воздействий. Соответствующее выражение для функции удельной пол-

зучести в обозначениях, принятых в [11] имеет вид 
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где 2А ,  ,   – константы, определяемые из опытов на ползучесть при одноосной деформа-

ции; ( )  , ( )t  – функции старения, аппроксимирующие опытные данные. 

Выражение для ),( tR , полученное на основе формулы (1), представим в форме удобной 

для программирования [18, 19]: 
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Интегралы )(u  и )( , входящие в выражение (2), вычисляем численно. 

Структура результирующего матричного уравнения МКЭ для решения задачи наслед-

ственной теории старения принимает следующую форму [19]: 
 

                                                     [ ](1 ){ } { } 0H W F− − =R ,                                                       (3) 
 

где [ ]H  – глобальная матрица жесткости; { }F , { }W  – векторы-столбцы узловых перемещений 

и сил. 

Численное интегрирование уравнения (3) по временной координате выполняем с помощью 

формулы трапеций. Для реализации данной процедуры рассматриваемый временной интервал 

[ , ]t  разбиваем на m равноотстоящих временных шагов t , так чтобы t m t=  . Тогда, выра-

жение (3) можно представить в форме 
 

                                    1 1 1, 1
{ } { } { } { }m m j j j m

H W F H W H W
= −

 = + +   ,                               (4) 

 

где    ( )1 ( , ) / 2mH H t t t= − R ;    ( )1 1 ( , ) / 2H H t t= − R ;  

       ( )[ ] [ ] 1 ( , ( ) )jH H t m j t t= − −  R . 

В выражении (4) вектор-столбец 1{ }W  соответствует упруго мгновенному решению за-

дачи. Отметим, что в соответствии с шаговой процедурой на каждом временном интервале 

происходит корректировка глобальной матрицы жесткости и добавление в правую часть про-

изведения { }j jH W 
  , в котором вектор-столбец { }jW  получен на предыдущем шаге интегри-

рования. Кроме этого, вычислительный процесс допускает изменение текущего вектора-

столбца узловых сил { }F  в соответствии с заданным законом нагружения. Вся «история» 

наблюдения за деформированием конечно-элементной модели хранится в памяти компьютера. 

Рассмотренный алгоритм реализован на платформе Intel® Visual Fortran Composer XE [20]. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

Для апробации разработанного математического и программного обеспечения выполним 

анализ влияния усилия предварительного напряжения на величину выгиба железобетонной мо-

стовой балки с учетом ползучести бетона. Размеры сечения балки со схемой расположения 

напрягаемых на бетон восьми канатов приведены на рис. 1. Конструктивно канаты располо-

жены параллельно продольной оси балки, поэтому усилие натяжения каната Т моделируем как 

внешние сосредоточенные силы в сечении Z= 0. Расчетный пролет балки 12 м. В силу симмет-

рии геометрии и схемы нагружения рассмотрим ¼ часть балки. Конечно-элементная модель ¼ 

части балки представлена на рис. 2.  
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Рисунок 1. Сечение мостовой балки 

Figure 1. Cross section of the bridge beam 

 
Рисунок 2. Конечно-элементная модель ¼ части 

балки 

Figure 2. Finite element model of the ¼ part of the beam 
 

Механические константы материала: модуль упругости Е= 3∙1010 Н/м2; коэффициент Пуас-
сона  = 0,2; удельный вес  = 2500 кг/м3. Расчетные значения сопротивления бетона осевому 

сжатию и растяжению: =bR  25,5 МПа, =tbR 2,37 МПа.  

Значения констант в выражении (2) [11]: 

1C = 9,9388∙10-11 (Н/м2)-1; 3C = 7,7064∙10-11 (Н/м2)-1; 1A = 4,7095∙10-10 сут/(Н/м2); 2A = 1; 

3A = 3,4822∙10-10 сут/(Н/м2); 0E = 2,55∙1010 Н/м2; =6 сут-1;  =0,03 сут-1;  =0,206 сут. 

Шаг интегрирования t = 1 сут.  

Результаты моделирования в виде графиков ~yu t  приведены на рис. 3-5. На рис. 3 кривые 

1 и 2 соответствуют расчетам, выполненным для преднапряжения балки усилием Т= 1,8 т в 
«возрасте»  =20 сут (линия 1) и  = 60 сут (линия 2). Упруго мгновенное значение выгиба на 
этом рисунке показано штриховой линией. Представленные данные отражают эффекты харак-
терные для бетона – быстро нарастающая ползучесть в момент приложения нагрузки и увели-
чение жесткости со временем. 
 

 
 

 
 

 
 

Рисунок 3. Графики ~yu t : 

1 –  = 20 сут; 2 –  = 60 сут; 

Figure 3. Graphs ~yu t : 

1 –  = 20 days; 2 –  = 60 days 

Рисунок 4. Графики ~yu t для 

 = 20 сут: 

1 – Т= 1,8 т; 2 – Т= 9 т 

Figure 4. Grafs ~yu t  for 

 = 20 days 

1 – T= 1,8 ton: 2 – T= 9 ton 

Рисунок 5. Графики ~yu t для 

 = 60 сут: 

1 – Т= 1,8 т; 2 – Т= 9 т 

Figure 5. Grafs ~yu t  for 

 = 60 days: 

1 – T= 1,8 ton; 2 – T= 9 ton 
 

Графики на рис. 4 и 5 показывают зависимость величины выгиба ( )yu t  балки от момента 

нагружения   и усилия натяжения каната: кривая 1 – Т= 1,8 т (17,7 кН); кривая 2 – Т= 9 т (88,3 
кН). На основании полученных данных устанавливаем, что при пятикратном увеличении уси-
лия Т выгиб балки к моменту времени наблюдения t= 100 сут независимо от «возраста» бетона 
увеличивается в 11 раз. 

На рис. 6 и 7 приведена визуализация распределения результирующих полей перемещений 
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yu  и zu  в момент времени t= 100 сут в ¼ части балки при Т= 1,8 т и  =20 сут. 

 

yu , м 

 

 

zu , м 

 

     Рисунок 6. Распределение yu  при Т= 1,8 т                      Рисунок 7. Распределение zu  при Т= 1,8 т  

       Figure 6. Distribution yu  by T = 1.8 ton                                  Figure 7. Distribution zu  by T= 1.8 ton 

 

На основании рис. 7 устанавливаем, что максимальное перемещение zu  в месте виртуаль-

ного расположения «активных» анкеров крепления канатов составляет 3 мм. Это значение со-

поставимо с величиной выгиба равного 5 мм (рис. 6.)  

Визуализация распределения продольных напряжений z  в сечении Z= 6 м для момента 

времени наблюдения t= 100 сут. при Т= 1,8 т и Т= 9 т представлена в табл. 1. Как видно при Т= 

9 т максимальные значения растягивающих напряжений в рассматриваемом сечении состав-

ляют 20 МПа при  = 20 сут. и 4,74 МПа при  = 60 сут., что превышает btR  соответственно в 

8,4 и 2 раза. Отметим, что при Т= 1,8 т в наиболее нагруженном сечении балки возникают до-

статочные с эксплуатационной точки зрения сжимающие напряжения. 
 

Таблица 1 

Картины распределения продольных напряжений  

в сечении балки Z= 6 м при Т= 1,8 т и Т= 9т 

 

z , МПа 

Т= 1,8 т Т= 9 т 
 = 20 сут  = 60 сут  = 20 сут  = 60 сут 

    
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом установлено, что при проектировании предварительно напряженной желе-

зобетонной мостовой балки существует ограничение по величине натяжения канатной арма-

туры. Причем ползучесть бетона обуславливает длительное деформирование, которое может 

негативно влиять на напряженное состояние большепролетной конструкции балочного типа, 

предварительно «обжатой» в продольном направлении. 

0,005802

0,004608

0,003413

0,002219

0,001024

0,0

0,003621

0,002897

0,002173

0,001448

0,007242

0,0

-11,91

-10,03

-8,159

-6,284

-4,408

-2,533

-2 701,

-2,276

-1,850

-1,425

-0,9999

-0,5747

-103

-78,7

-53,8

-28,9

-4,02

20,0

-23,53

-17,88

-12,22

-6,567

-0,9140

4,740
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