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 Аннотация. Рассматривается работа железобетонной балки, покоящейся на 

упругом основании. Прочностные характеристики материалов балки – бе-

тона и арматуры – рассматриваются как случайные нормально распределён-

ные величины. Получены параметры распределения плотности вероятности 

начальной жёсткости балки, момента трещиностойкости балки при контроле 

прочности бетона на сжатие и растяжение. Основание балки рассматрива-

ется как статистически неоднородная упругая полуплоскость с модулем 

упругости грунта, принимаемым квазистационарной случайной функцией 

глубины. Нагрузка на балку, её геометрические параметры и модуль упру-

гости грунта основания принимаются детерминированными величинами. 

Получены параметры плотности распределения вероятности изгибающих 

моментов в железобетонной балке, лежащей на стохастической полуплоско-

сти, и вероятности образования нормальных трещин в ней для случая кон-

троля прочности бетона только на сжатие и для случая контроля прочности 

бетона, как на сжатие, так и на растяжение. 
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 Abstract. The work of a reinforced concrete beam resting on an elastic foundation 

is considered. The strength characteristics of the beam materials - concrete and 

reinforcement - are considered as random normally distributed quantities. The pa-

rameters of the distribution of the probability density of the initial stiffness of the 

beam, the moment of crack resistance of the beam under the control of the strength 

of concrete in compression and tension are obtained. The beam base is considered 

as statistically inhomogeneous elastic half-plane with the soil elasticity modulus 

taken as a quasi-stationary random function of depth. The load on the beam, its 

geometric parameters and the modulus of elasticity of the foundation soil are taken 

as deterministic values.  
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 The parameters of the density distribution of the probability of bending moments 

in a reinforced concrete beam lying on a stochastic half-plane, and the probability 

of the formation of normal cracks in it, are obtained for the case of controlling the 

strength of concrete only in compression and for the case of controlling the 

strength of concrete both in compression and in tension. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Известно, что грунты [1-3], бетон [4-7] и арматура [8-11], а также нагрузки [12-14] обла-

дают явно выраженными случайными свойствами. Для оценки надёжности работы железобе-

тонной конструкции необходимо определить вероятности наступления предельных состояний 

конструкции [15], в том числе вероятность возникновения нормальных трещин.  

Будем рассматривать кубиковую прочность бетона 𝑅 и предел текучести арматуры 𝜎т 

балки на упругом основании как случайные нормально распределённые величины с математи-

ческими ожиданиями < 𝑅 >, < 𝜎т >  и дисперсиями 𝐷𝑅, 𝐷𝜎т
, соответственно. 

Прочность бетона на растяжение 𝑅𝑏𝑡 также будем рассматривать как случайную нор-

мально распределённую величину с математическим ожиданием < 𝑅𝑏𝑡 > и дисперсией 𝐷𝑅𝑏𝑡
.  

Для практических расчетов с достаточной точностью в интересующей нас области проч-

ность бетона при растяжении 𝑅𝑏𝑡 при контроле прочности бетона на сжатие и призменную 

прочность бетона 𝑅𝑏 будем принимать линейными функциями кубиковой прочности бетона 

(1): 

 𝑅𝑏 =  𝑎𝑏 𝑅;  
  𝑅𝑏𝑡 = 𝑎𝑏𝑡𝑅 +  𝑏𝑏𝑡.   

(1) 

В [16] получены математические ожидание <R>, < 𝜎т >, дисперсии 𝐷𝑅 , 𝐷𝜎т
 и коэффици-

енты вариации 𝜈𝑅, 𝜈𝜎т
 кубиковой прочности бетона 𝑅𝑏 и предела текучести арматуры 𝜎т, мате-

матическое ожидание < 𝑅𝑏𝑡 >, дисперсия 𝐷𝑅𝑏𝑡
 и коэффициент вариации  𝜈𝑅𝑏𝑡

  прочности бе-

тона при растяжении 𝑅𝑏𝑡 при контроле прочности бетона на растяжение, а также  коэффици-

енты 𝑎𝑏𝑡 и 𝑏𝑏𝑡 при контроле прочности бетона на сжатие; коэффициент 𝑎𝑏  можно принять 

равным 0,75. 

Начальный модуль упругости бетона 𝐸𝑏 будем принимать детерминированной функцией 

кубиковой прочности бетона вида (2): 

                                        𝐸𝑏(𝑅) =  
𝜜 ∙ 𝑅

𝑩 + 𝑅
, (МПа),                                                          (2) 

где 𝑨 = 58800, 𝑩 = 21 – по О. Графу [17]; 𝑨 = 55000, 𝑩 = 18,7 – по М. Рошу [18]; 𝑨 =
52000, 𝑩 = 19,5 – по E. Шюле [19]. 

Параметры нормального распределения 𝑝𝐸𝑏
(𝐸𝑏) начального модуля упругости бетона по-

сле линеаризации исходной зависимости будут иметь вид (3): 

  < 𝐸𝑏 > =  
𝑨 < 𝑅 >

𝑩+< 𝑅 >
;  𝐷𝐸𝑏

=  [
𝑨 ∙ 𝑩

(𝑩+< 𝑅 >)2
]

2

𝐷𝑅 .   (3) 

Можно упростить данную зависимость, приняв её линейной в следующем виде (4): 

𝐸𝑏(𝑅) =  𝜃 ∙ 𝑅, (4) 

где 𝜃 – коэффициент, равный 𝜃 =  𝐸𝑏
𝑛/ 𝐵,  

здесь 𝐸𝑏
𝑛 – начальный модуль упругости бетона по [20]; 
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𝐵 – класс бетона на сжатие; например, для характерных в фундаментных конструкциях 

бетонов класса В15 𝜃 = 1600; касса B20  𝜃 = 1375. 
Тогда параметры нормального распределения 𝑝𝐸𝑏

(𝐸𝑏) начального модуля упругости бе-

тона будут иметь вид (5): 

< 𝐸𝑏 > =  𝜃 < 𝑅 >;  𝐷𝐸𝑏
=  𝜃2𝐷𝑅 . (5) 

Начальная жёсткость балки 𝐵0 принимается равной [21] 

 𝐵0(𝑅) = 0,85 𝐼𝑟𝑒𝑑(𝑅)𝐸𝑏(𝑅).    
Приведенный момент инерции 𝐼𝑟𝑒𝑑 поперечного сечения балки будем принимать равным 

(6): 

𝐼𝑟𝑒𝑑(𝑅) =  𝐼𝑏 +  
𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
𝐼𝑠, (6) 

где 𝐼𝑏 и 𝐼𝑠 – моменты инерции бетонной и арматурной частей сечения балки, соответственно, а 

𝐸𝑠 и 𝐸𝑏(𝑅) – модуль упругости арматуры и начальный модуль упругости бетона, при этом 𝐸𝑠 

принимается детерминированной величиной ввиду значительно меньшей изменчивости по 

сравнению с 𝐸𝑏(𝑅). 

Тогда вероятностные характеристики нормального распределения начальной жесткости 

балки будут иметь вид (7): 

  < 𝐵0(𝑅) > = 0,85 𝐼𝑟𝑒𝑑

𝑨 ∙  〈𝑅〉

𝑩 + 〈𝑅〉
;     𝐷𝐵0

= (0,85 𝐼𝑟𝑒𝑑)2 [
𝑨 ∙ 𝑩 

(𝑨 + 〈𝑅〉)2
]

2

𝐷𝑅 , (7) 

или (8): 

< 𝐵0(𝑅) > = 0,85 𝐼𝑟𝑒𝑑𝜃 < 𝑅 >;     𝐷𝐵0
= (0,85 𝐼𝑟𝑒𝑑𝜃)2 𝐷𝑅. (8) 

Момент образования нормальных трещин в железобетонной балке можно записать в зави-

симости от метода контроля прочности бетона: 

- при контроле прочности на растяжение и на сжатие (9): 

𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅𝑏𝑡 , 𝑅) = 𝑅𝑏𝑡𝑊𝑝𝑙(𝑅); (9) 

- при контроле прочности только на сжатие (10): 

𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅) = (𝑎𝑏𝑡𝑅 +  𝑏𝑏𝑡)𝑊𝑝𝑙(𝑅).   (10) 

Упругопластический момент сопротивления прямоугольного железобетонного сечения 

для крайнего растянутого волокна бетона будем принимать детерминированной функцией слу-

чайной кубиковой прочности бетона (11): 

        𝑊𝑝𝑙(𝑅) = 𝑊𝑝𝑙𝑏
+ 𝑊𝑠(𝑅) =  

          = 𝑏(ℎ − 𝑥) (
ℎ

2
+

𝑥

6
) + 2

𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
𝐴𝑠 (ℎ0 −

𝑥

3
) − 2

𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
𝐴𝑠

′ (
𝑥 − 𝑎′

ℎ − 𝑥
) (

𝑥

3
− 𝑎′),         

 

(11) 

где 𝑊𝑝𝑙𝑏
 – упругопластический момент сопротивления бетона балки; 

𝑊𝑠(𝑅) – приведенный момент сопротивления арматуры. 

Высота сжатой зоны бетона 𝑥 перед образованием нормальной трещины, тоже является 

функцией случайной кубиковой прочности бетона через его начальный модуль упругости (12): 
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          𝑥(𝑅) = ℎ {1 −
[ℎ + 2 (1 −

𝑎′

ℎ
)

𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
𝐴𝑠

′ 𝑏]

2 [𝑏ℎ +
𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
(𝐴𝑠 + 𝐴𝑠

′ )]
}.      (12) 

Из этого выражения видно, что высота сжатой зоны бетона связана с кубиковой прочно-

стью бетона достаточно сложной зависимостью. В [21] показано, что статистический разброс 

прочности бетона оказывает незначительное влияние на разброс высоты сжатой зоны бетона. 

Поэтому в дальнейшем будем принимать высоту сжатой зоны бетона детерминированной ве-

личиной, вычисленной при 𝑅 =< 𝑅 >. 

То же можно сказать о влиянии вероятностной природы кубиковой прочности бетона на 

упругопластический момент сопротивления (13): 

                    𝑊𝑠(𝑅) = 2
𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
𝐴𝑠 (ℎ0 −

𝑥

3
) − 2

𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
𝐴𝑠

′ (
𝑥 − 𝑎′

ℎ − 𝑥
) (

𝑥

3
− 𝑎′).                        (13) 

Поэтому в дальнейшем мы пренебрежём случайным характером упругопластического мо-

мента сопротивления и будем считать его детерминированной величиной, вычисленной при 

𝑅 =< 𝑅 >, что существенно упрощает расчётный аппарат, т.е. будем иметь 

- при контроле прочности на растяжение и на сжатие (14): 

𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅𝑏𝑡) = 𝑅𝑏𝑡𝑊𝑝𝑙(< 𝑅 >); (14) 
- при контроле прочности только на сжатие (15): 

𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅) = (𝑎𝑏𝑡𝑅 +  𝑏𝑏𝑡)𝑊𝑝𝑙(< 𝑅 >).   (15) 
Найдем параметры распределения (математическое ожидание и дисперсию) момента об-

разования нормальных трещин при контроле прочности бетона на растяжение и сжатие, они 

будут равны (16): 

        < 𝑀𝑐𝑟𝑐 > = 𝑊𝑝𝑙 < 𝑅𝑏𝑡 >;                          𝐷𝑀𝑐𝑟𝑐
= 𝑊𝑝𝑙

2 (< 𝑅 >)𝐷𝑅𝑏𝑡
,                       (16) 

а при контроле прочности бетона на сжатие с учётом выражений будем иметь (17): 

       < 𝑀𝑐𝑟𝑐 > = 𝑊𝑝𝑙(𝑎𝑏𝑡 < 𝑅 > +𝑏𝑏𝑡);           𝐷𝑀𝑐𝑟𝑐
= 𝑊𝑝𝑙

2 (< 𝑅 >) 𝑎𝑏𝑡
2 𝐷𝑅 .                    (17) 

Условная плотность распределения вероятности момента трещиностойкости при конкрет-

ной реализации прочности бетона будет подчиняться нормальному закону и при контроле 

прочности на сжатие имеет вид (18): 

𝑝𝑀𝑐𝑟𝑐
(𝑀𝑐𝑟𝑐 , 𝑅) =

1

√2𝜋𝐷𝑀𝑐𝑟𝑐

 𝑒𝑥𝑝 [−
(𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅)− < 𝑀𝑐𝑟𝑐 >)2

2𝐷𝑀𝑐𝑟𝑐

], (18) 

а при конкретной реализации прочности бетона при контроле прочности на растяжение и сжа-

тие имеет вид (19): 

𝑝𝑀𝑐𝑟𝑐
(𝑀𝑐𝑟𝑐 , 𝑅𝑏𝑡) =

1

√2𝜋𝐷𝑀𝑐𝑟𝑐

 𝑒𝑥𝑝 [−
(𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅𝑏𝑡)− < 𝑀𝑐𝑟𝑐 >)2

2𝐷𝑀𝑐𝑟𝑐

].   (19) 

 

МЕТОД 

Рассмотрим теперь изгиб бесконечно длинной железобетонной балки высотой сечения ℎ и 

шириной сечения 𝑏, лежащей на статистически неоднородной упругой полуплоскости. 

Нагрузку и геометрические размеры балки будем полагать детерминированными величинами. 

Рассмотрим случай изгиба фундаментной балки [22], лежащей на упругой полуплоскости, ко-

гда модуль упругости основания принимается квазистационарной случайной функцией глу-

бины 𝑦 (20): 

𝐸гр.(𝑦) =
1

𝑎0
𝑒𝑥𝑝(𝛼𝑦),    (0 < 𝑎0 < ∞ ; −2 ≤ 𝛼 ≤ 2) (20) 

а геометрические размеры балки являются детерминированными величинами. В нашем случае, 

прочностные и деформационные характеристики железобетонной балки будем рассматривать 
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как случайные величины. Коэффициент Пуассона 𝜇гр. основания принимаем неслучайной ве-

личиной. 

Рассмотрим сначала случай конкретной реализации случайной кубиковой прочности бе-

тона 𝑅. Применим к решению задачи изгиба балки на упругой полуплоскости метод канониче-

ских разложении [23], который был использован в работе [24], обобщая его для случая загру-

жения балки системой 𝑁 сосредоточенных сил 𝑃𝑗, приложенных к балке с шагом 𝑙.  

Математическое ожидание 〈 𝑀(𝑥, 𝑅)〉 изгибающих моментов в балке на упругой полуплос-

кости в этом случае будет равно [25] (21): 

〈 𝑀(𝑥, 𝑅)〉 =  
 𝐵0(𝑅)

𝜋
∑ 𝑃𝑗 ∫

𝑛2〈 ℎ(𝑛)〉𝑐𝑜𝑠[𝑛(𝑥 − 𝑗𝑙)]𝑑𝑛

1 +  〈 ℎ(𝑛)〉 𝑛4𝐵0(𝑅)

∞

0

𝑁

𝑗=0

;       (21) 

где математическое ожидание параметра 〈ℎ(𝑛)〉 и коэффициенты 𝑚 и 𝛽 равны (22): 

〈ℎ(𝑛)〉 =  
𝑎0  (2𝑚 + 𝛼) 𝑛2 − 𝜇гр. 𝑎0 𝛼 (𝑚2 +  𝛽2)

𝑛2[(𝑚 +  𝛼)2 +  𝛽2]
,             

  𝑚 = 𝑛 + 0,1 − 𝛼/2 +
(𝜇гр. 𝛼)

2

𝑛 + 0,1
;             𝛽 =  

𝛼 (1 +  𝜇гр.)
1/2

2
.   

(22) 

  Дисперсия 𝐷𝑀(𝑥, 𝑅) изгибающих моментов в балке запишется в виде (23): 

  𝐷𝑀(𝑥, 𝑅) =
𝐵0

2(𝑅)

𝜋2
∑ ∑ 𝐷𝑘

∞

𝑘=0

[(∫
𝑛2Φ𝑘(𝑛) 𝑐𝑜𝑠[(𝑛(𝑥 − 𝑗𝑙)] 𝑑𝑛

1 +  〈 ℎ(𝑛)〉 𝑛4 𝐵0(𝑅)

∞

0

−

𝑁

𝑗=0

 

− 𝐵0(𝑅) ∫
𝑛6Φ𝑘(𝑛) 〈 ℎ(𝑛)〉 𝑐𝑜𝑠[𝑛(𝑥 − 𝑗𝑙)] 𝑑𝑛

[1 +  〈 ℎ(𝑛)〉 𝑛4 𝐵0(𝑅)]2

∞

0

)

2

+ (∫
𝑛2Ω𝑘(𝑛)𝑐𝑜𝑠 [𝑛(𝑥 − 𝑗𝑙)] 𝑑𝑛

1 + 〈 ℎ(𝑛)〉 𝑛4 𝐵0(𝑅)

∞

0

−     − 𝐵0(𝑅) ∫
𝑛6Ω𝑘(𝑛) 〈 ℎ(𝑛)〉 𝑐𝑜𝑠 [𝑛(𝑥 − 𝑗𝑙)] 𝑑𝑛

[1 +  〈 ℎ(𝑛)〉 𝑛4 𝐵0(𝑅)]2

∞

0

)

2

], 

(23) 

где 𝛷𝑘 и 𝛺𝑘 являются функциями параметров 𝑎0, 𝛼, 𝜇гр., 𝑛;  

а дисперсии коэффициентов канонического разложения будут равны (24): 

𝐷𝑘 =
𝜋

𝐻0
𝑆(𝜔𝑘), 𝑘 = 1, 2, 3, … ; 𝐷0 =

𝜋

2 𝐻0
 𝑆(0), (24) 

здесь 𝑆(𝜔𝑘) – спектральная плотность случайной функции 𝐾гр.(𝑦) = 1
𝐸гр.(𝑦)⁄  (25): 

𝜔𝑘 =  
𝑘 𝜋

2 𝐻0
, 𝑘 = 1, 2, 3, … .    (25) 

Корреляционную функцию 𝐾𝐾гр.
(𝜏) случайной функции 𝐾гр.(𝑦) можно принять, например, 

в виде [26] (26): 

𝐾𝐾гр.
(𝜏) = 𝐷𝐾гр.

𝑒−𝜐гр.(𝜏)2
𝑐𝑜𝑠[𝜑гр.(𝜏)] , (26) 

или в виде [1] (27): 

𝐾𝐾гр.
(𝜏) = 𝐷𝐾гр.

𝑒−𝜐гр.∣𝜏∣ 𝑐𝑜𝑠[𝜑гр.(𝜏)], (27) 

где 𝜐гр. > 0, 𝜑гр. > 0  – опытные коэффициенты, которые подбираются на основе эксперимен-

тальных данных. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

Спектральные плотности 𝑆(𝜔), соответствующие вышеприведённым корреляционным 

функциям, будут иметь вид [27,28] (28): 



Deminov P.D. Reinforced Concrete Structures.2023;3(3): 11–19 
 

 

16  THEORY OF CONCRETE AND REINFORCED CONCRETE 

𝑆(𝜔𝑘) = =
𝐷𝐾гр.

4√𝜋𝜐гр.

{exp [−
(𝜔𝑘 − 𝜑гр.)

2

4𝜐гр.
] + exp [−

(𝜔𝑘 + 𝜑гр.)
2

4𝜐гр.
]  } , 

𝑆(𝜔𝑘) = =
𝐷𝐾гр.

𝜐гр.

π
{

𝜔𝑘
2+𝜐гр.

2 + 𝜑гр.
2

[𝜔𝑘
4 + 2(𝜐гр.

2−𝜑гр.
2)𝜔𝑘

2 + (𝜐гр.
2 + 𝜑гр.

2)]
}. 

(28) 

Распределение плотности вероятности изгибающих моментов в балке на упругом случай-

ном основании в виде полуплоскости с квазистационарном по глубине модулем упругости 

этом случае для конкретной реализации случайной кубиковой прочности бетона примем нор-

мальным вида (29): 

𝑝𝑀(𝑥, 𝑀, 𝑅) =
1

√2𝜋𝐷𝑀(𝑥, 𝑅)
𝑒𝑥𝑝 [−

1

2
(

𝑀 − 〈𝑀(𝑥, 𝑅)〉

√𝐷𝑀(𝑥, 𝑅)
)

2

]. (29) 

Зная функцию изгибающих моментов в балке и её момент трещиностойкости, который за-

висит от метода контроля прочности бетона, можно определить вероятность появления трещин 

ℙ𝑀𝑐𝑟𝑐
(𝑥) в балке в произвольном по длине нормальном сечении. Это произойдет тогда, когда 

случайное значение изгибающего момента 𝑀(𝑥, 𝑅) превысит случайное значение момента тре-

щиностойкости 𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅) или 𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅𝑏𝑡), при этом нужно учесть, что прочностные характери-

стики бетона  принимаются нормально распределенными случайными величинами с плотно-

стями распределения 𝑝𝑅𝑏𝑡
(𝑅𝑏𝑡) и 𝑝𝑅(𝑅). 

Тогда полная вероятность появления нормальных трещин в произвольном сечении балки 

будет равна при контроле только кубиковой прочности бетона (30): 

  ℙ𝑀𝑐𝑟𝑐
(𝑥) =  ∫ 𝑝𝑅

∞

−∞

(𝑅) ∫ 𝑝𝑀

∞

𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅)=(𝑎𝑏𝑡𝑅+ 𝑏𝑏𝑡)𝑊𝑝𝑙(<𝑅>) 

(𝑥, 𝑀, 𝑅)𝑑𝑀𝑑𝑅, (30) 

а при контроле и кубиковой прочности бетона и прочности бетона на растяжение (31): 

  ℙ𝑀𝑐𝑟𝑐
(𝑥) =  ∬ 𝑝𝑅𝑏𝑡

(𝑅𝑏𝑡) 𝑝𝑅

∞

−∞

(𝑅) ∫ 𝑝𝑀

∞

 𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅𝑏𝑡)=𝑅𝑏𝑡𝑊𝑝𝑙(<𝑅>)

(𝑥, 𝑀, 𝑅)𝑑𝑀𝑑𝑅𝑏𝑡𝑑𝑅.    (31) 

Очевидно, что наибольшая вероятность появления нормальных трещин в железобетонной 

фундаментной балке будет в сечении с наибольшим математическим ожиданием изгибающих 

моментов. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Получены параметры плотности распределения вероятности изгибающих моментов в же-

лезобетонной балке, лежащей на стохастической полуплоскости, и вероятность образования 

нормальных трещин в ней для случаев контроля прочности бетона только на сжатия и для слу-

чая контроля прочности бетона, как на сжатие, так и на растяжение. 
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